"Будущие исследователи – будущее науки". Финальный тур 2017-18 уч.г.

7 класс
7.1. В 7а классе 52% девочек. Все ученики класса могут выстроиться в ряд так, чтобы мальчики и девочки чередовались. Сколько учеников в классе?
Ответ. 25 учеников. Решение. Учитывая, что девочек в классе больше, чем мальчиков, из  условия чередования  получаем, что девочек больше ровно на одного человека. Следовательно, один человек составляет 52-48=4% от численности класса. Значит, учеников в классе (т.е. 100%) всего 100/4=25 человек.
7.2.  Существуют ли три целых числа (среди которых могут быть одинаковые) такие, что если из произведения любых двух из них вычесть третье, то получится 2018?
[image: ]Ответ:существуют. Решение. Можно непосредственно проверить, что тройка чисел– 1,– 1,– 2017 удовлетворяет условиям задачи. Покажем, как получить такую тройку. Обозначим искомые целые числа a,b,c. Рассмотрим два равенства a∙b– c=2018 и b∙c– a=2018.Вычитая из первого второе, получим (b+1)∙(a– c)=0. Отсюда  либо a=c, либо b= – 1. Записав аналогичные равенства для других паруравнений, получим, что возможны только два случая: либо все числа одинаковы, либо среди них есть два, равных – 1. В первом случае получим уравнение
x2– x=2018, которое не имеет целых корней (см. также задачу 9.1). Второй случай даёт единственную тройку чисел – 1,– 1,– 2017. 


7.3. Дан клетчатый прямоугольник (клеток). Какое наибольшее количество трехклеточных уголков можно вырезать из этого прямоугольника?
Ответ. 32 уголка. Решение. Очевидно, что можно вырезать не более 32 уголков, так как, в противном случае, прямоугольник должен содержать не менее 33∙3=99>98 клеток. На рисунке показан пример разрезания одного квадрата 7х7 на 16 уголков. Соседний квадрат7х7разрезается точно так же.

7.4. a) Докажите, что существует такая пара двузначных чисел, что если к первому числу прибавить 15, а из второго вычесть 20, то полученные числа останутся двузначными, а их произведение окажется равным произведению исходных чисел. б) Сколько всего таких пар? 
Ответ:б) 16 пар. Решение. Искомые числа x и y должны удовлетворять условию (x+15)(y– 20)=xy. Раскрыв скобки и преобразовав, получим уравнение 3y– 4x=60.  Из этого уравнения следует, что число х должно делиться на 3, а y–на 4, т.е. x=y=для некоторых натуральных ,. Тогда уравнение примет вид =Нам нужно найти целые решения, удовлетворяющие неравенствам 10≤x<85 и 30≤y<100,что соответствует неравенствам Учитывая уравнение =,получаем, что может быть любым натуральным числом от 4 до 19 (=24–5), итогопринимает 16 значений. Для каждоготакого пара (3))  являетсяискомой. Например, при пара (30, 60) удовлетворяет условиям (любой подобный пример отвечает на вопрос пунктаа).
[image: ]7.5. В равнобедренном треугольнике АВС боковые стороны АВ и ВС точками деления разделены на п и п + 1 равных частей соответственно (n > 1). Из вершины А провели п отрезков в точки деления на стороне ВC, а из вершины С  –  (п – 1) отрезков в точки деления на стороне АВ. Затем провели медиану из вершины В. Могут ли какие-то три из проведенных отрезков пересекаться в одной точке внутри треугольника АВС?
Ответ. Не могут. Решение. Предположим, от противного, что отрезки AD, CE и BM пересекаются в одной точке O. Пусть отрезок AE содержит x из n частей деления на сторонеАВ, а отрезок СD – yиз (n+1) частей деления на сторонеВС. При симметрии относительно медианы BM сторона AB переходит в сторону BC и точка D в точку E, поэтому AE=CD. Следовательно, , т.е.   . Значит, дробь   сократима, что невозможно в силу взаимно простоты n и n+1. Полученное противоречие доказывает наше утверждение (Можно было получить равенство AE=CD,  воспользовавшись вместо преобразования симметрии свойствами равнобедренных треугольников: а именно, сначала получив равенство углов при основании треугольника АОС, а затем доказав отсюда равенство треугольников ADCи АЕСпо второму признаку равенства треугольников).Комментарий: условие равнобедренности является несущественным (оно дано для простоты с учетом задачи для 7 класса): это можно показать, перейдя с помощью линейного преобразования от произвольного треугольника к равнобедренному (или даже равностороннему), либо воспользовавшись теоремой Чевы.

8 класс
8.1. В 8а классе 52% девочек. Все ученики класса могут выстроиться в ряд так, чтобы мальчики и девочки чередовались. Сколько учеников в классе?
Ответ: 25 учеников. Решение. См. задачу 7.1.
8.2. Существуют ли три различных числа (среди них нет одинаковых), обладающих следующим свойством: если из произведения любых двух из них вычесть третье, то получится 100?
Ответ. Не существуют. Решение. См. решение задачи 7.2.
8.3. В треугольнике ABCпроведена медиана ВМ. Стороны АВ и ВС составляют с медианой углы 100 и 40 соответственно, сторона АВ равна 1. Найдите длину  ВМ.





[image: ]Ответ:BM=1/2. Решение. Отметим точку D, симметричную вершине Bотносительно точки M. Четырёхугольник ABCD является параллелограммом, так как его диагонали в точке пересечения делятся пополам. Следовательно, BDC=ABD=100˚ и BCD=180˚–DBC–BDC=40˚.Таким образом, треугольникBDCравнобедренный, а значит 2∙BM=BD=DC=AB=1. ОтсюдаBM=1/2.(Можно получить результат, не рассматривая параллелограмм\, а вместо этого проведя через точку М среднюю линию, параллельную ВС и подсчитав углы аналогично).
8.4. В 8 классе 30 человек, из них 22 посещают кружок французского языка, 21 – кружок немецкого языка и 18 – кружок китайского языка. Докажите, что в классе есть ученик, посещающий все три кружка.
Решение. Предположим, от противного, что нет ученика, посещающего три кружка. Пусть на каждом кружке все посещающие его ученики получили по значку. Тогда, с одной стороны, был роздан 22+21+18=61 значок. А с другой стороны,значков раздали не более 30∙2=60 штук, т.к. каждый ученик получил не более двух значков. Получили противоречие.

8.5. В равнобедренном треугольнике АВС боковые стороны АВ и ВС точками деления разделены на п и п + 1 равных частей соответственно (n > 1). Из вершины А провели п отрезков в точки деления на стороне ВС, а из вершины С – (п – 1) отрезков в точки деления на стороне АВ. Затем провели медиану из вершины В. a) Могут ли какие-то три из проведенных отрезков пересекаться в одной точке внутри треугольника АВС? б) На сколько всего частей разбивается треугольник АВС проведенными отрезками?
[image: ]Ответ. а) не могут; б)n2+3n. Решение. a) См. задачу 7.5. б) Обозначим точки деления А=A0,A1,…,An=ВиС=C0,C1,…,Cn+1=Вна сторонах AB и CВ соответственно. Каждый из (n+1)треугольников∆ACiCi+1(i=0,1,…,n) разбивается на n частей отрезками CAi(i=1,…,n– 1)  Поэтому количество частей (пока не проведена медианаBM) будет равно n∙(n+1). После проведения медианы никакие три  отрезка не пересекаются одной точке, и поэтому отрезки, проведённые из вершин A  и C, пересекают медиану ровно в (n– 1)+n=2n–1 точках, т.е. на медиане образуется  (2n– 1)+1=2nотрезков деления. Каждый такой отрезок делит одну из подсчитанных ранее n(n+1) частей треугольника АВС на две части. Таким образом,добавляется еще 2nчастей, и общее число частей равно n(n+1)+2n=n2+3n.

9 класс

9.1. Даны три положительных числа, не обязательно различных. Известно, что если из произведения любых двух из них вычесть третье, то получится одно и то же число а.Докажите, что .

Решение. При решении задачи 7.2 мы получили, что для положительных чисел реализуется только первый случай, а значит,все  три числа должны совпадать, т.е. должны удовлетворять уравнению x2–x=a.Это уравнение имеет действительные корни приусловии ,и значит,  .

9.2. Существует ли такая точка с целыми координатами на координатной плоскости, расстояние от которой до начала координат равно ?
Ответ. Существует. Решение. Докажем, что для любого натурального n найдется точка с целыми координатами, расстояние от которой до начала координат равно . Для этого преобразуем последнее выражение .Поэтому (по теореме Пифагора) условию задачи удовлетворяет точка с координатами (2n+1;1).
9.3. В 9а классе 30 человек, из них 22 посещают кружок французского языка, 21 – кружок немецкого языка и 18 – кружок китайского языка. Докажите, что в классе есть ученик, посещающий все три кружка.
Решение. См. задачу. 8.4.

9.4. Петя говорит Васе: «Я построил неравнобедренный треугольник АВС и провел биссектрисы АМ и CN. Оказалось, что ОМ = ОN, где О – точка пересечения биссектрис. Сможешь ли ты определить, чему равен угол В?» Вася отвечает: «Да такого не может быть, чтобы в неравнобедренном треугольнике отрезки ОМ и ОN оказались равными». Кто из мальчиков прав?























[image: ]Ответ. Прав Петя.Решение.Докажем, чтодля неравнобедренного треугольника со свойствомОМ = ОN уголB определяется однозначно, а именно B=60˚.Более того, мы покажем, что любой неравнобедренный треугольник с углом при вершине 60˚ обладает этим свойством. Обозначим проекции точки O на стороны AB и BCчерезL и K соответственно. Так как O –центр вписанной окружности, то OL=OK. Поскольку треугольник неравнобедренный, точка N не совпадает с точкой L и точка M не совпадает с точкой K. Впрямоугольных треугольниках NLO и MKO выполняются равенства NO=OM, LO=OK, поэтому эти два треугольника равны и следовательно,  NOL=KOM.Покажем, что в случае неравнобедренного треугольника АВС порядок точек N,L,B на прямой АВ отличается от порядка точек К,М,В на прямой СВ : например, если точка Lлежит внутри отрезкаNB,то точка Kлежит вне отрезкаMВ. Действительно, в противном случае, из равенства соответствующих углов равных треугольников NLO и MKOследует, что ANО=СMОи учитывая равенство вертикальных угловAON=COM, имеем (по второму признаку равенства треугольников):∆ANO=∆СMO=>A/ 2=С/ 2, значит, углы при основании треугольника АВС равны и он равнобедренный.Таким образом, получаем противоречие и поэтому точка K принадлежит отрезку MC, а значит, из равенства ∆NLO=∆MKO следует, чтоANC=AMB. В таком случае имеем:BNO+BMO= 180˚=B+NOM. Но NOM = АOС= 180˚– (A+С)/2=90˚ + (B/2). Отсюда B+ (B/2)+90˚= 180˚  и значит,B=60˚.


9.5. Найдите все пары натуральных чисел m, n:, для которых   (где ).
Ответ:Две парыn=1, m=5  и n=5, m=12. Решение. Покажем, что n<6. Действительно, при n число n! делится на 16. Следовательно, сумму n!+4! можно представить в виде 8∙(2m+3). Данное число не может быть квадратом целого числа, так как в разложении на простые множители двойка входит в нечётной степени. Таким образом, n может принимать значения от 1 до 5, из которых подходят только 1 и 5. (Можно получить противоречие также из рассмотрения делимости на 3: при n число n!  делится на 9, а 4!=24 делится на 3, но не делится на 9, поэтому число в левой части уравнения не может быть квадратом целого числа).

10 класс

10.1. Даны три положительных числа, не обязательно различных. Известно, что если из произведения любых двух из них вычесть третье, то получится одно и то же число а. Докажите, что .
Решение. См. задачу. 9.1.

10.2. Решите уравнение .
Ответ. .Решение. Домножив дробь в правой части на выражение (сопряженное к знаменателю), получим после сокращения на xуравнение 4x=1+. Далее,  сократив на выражение в правой части и преобразовав точно так же, как ранее, будем иметь уравнение . Комментарий. Заметим, что в данном решении можно и не делать проверку корня  х = 9/16, подставляя его в исходное уравнение (хотя это и несложно). Дело в том, что при наших преобразованиях было сделано домножение на сопряженное выражение, которое обращается в нуль только при х = 0 (что, как отмечено, корнем не является). В конце решения было возведение в квадрат равенства с квадратным корнем в левой части и положительным числом 5/4 в 
[bookmark: _GoBack]правой. В силу положительности правой части такое возведение в квадрат также даёт равносильное уравнение. При других способах решения, встречавшихся в работах участников, возводились в квадрат уравнения, где правая и левая части содержали функции от х (обычно, линейные). При таких способах решения уравнения получаются, вообще говоря неравносильные (они являются следствием исходного) и нет гарантии,  что не получится лишних корней. Поэтому в этом случае, если участники в конце получали х = 9/16, но не делали проверки, то оценка снижалась.

10.3. Дана прямая на плоскости и на ней отмечено несколько (больше двух) точек. Докажите, что можно отметить еще одну точку на плоскости (вне данной прямой) так, чтобы среди всех треугольников с отмеченными вершинами было больше половины остроугольных.


[image: ]Решение. ПустьA1, A2,…,An– отмеченные точки в порядке следования на прямой. Пусть , где [m] – целая часть числа m. Отметим точку B такую, что её проекция на прямую принадлежит интервалу (Ak,Ak+1) и A1BAn – острый (последнее условие заведомо выполняется, если взять точку В на расстоянии от прямой, большем, чем длина A1An. ) Покажем, что точка B является искомой. Остроугольными будут те треугольники ∆BAiAj, для которых точки Ai и Ajлежат по разные стороны от проекции точкиB. Действительно, угол при вершине В у любого такого треугольника острый, т.к. он не превосходит угла A1BAn , а углы при основании острые, поскольку вершина проектируется внутрь основания.   Количество пар точек (Ai, Aj) для таких треугольников равно k∙(n–k). Так как всего треугольников , то достаточно проверить неравенство .При четном n=2kимеем очевидное неравенство , а при нечетном n=2k+1 неравенство принимает вид и также легко проверяется.
[image: ]10.4. Петя говорит Васе: «Я построил неравнобедренный треугольник АВС и провел биссектрисы АМ и CN. Оказалось, что ОМ = ОN, где О – точка пересечения биссектрис. Сможешь ли ты определить, чему равен угол В?» Вася отвечает: «Да такого не может быть, чтобы в неравнобедренном треугольнике отрезки ОМ и ОN оказались равными!». Кто из мальчиков прав?
Ответ. Прав Петя. Решение. См. задачу 9.4.


10.5. Найдите все пары натуральных чисел m, n:, для которых   (где ).
Ответ:Две парыn=1, m=5  иn=5, m=12. Решение. См. задачу 9.5.

11 класс

11.1. Изобразите на координатной плоскости множество точек, удовлетворяющих неравенству .

Ответ. См. рис.Решение.Область определения неравенства –это x>0, y>0, x≠1, y≠1. Используя свойство логарифмов, получим эквивалентное неравенство . Обозначим Решая неравенство, получим  Значит, имеем два условия:.Первое из них эквивалентно тому, что(положительные) x и y одновременно либо меньше 1, либо больше 1. Второе условие эквивалентно x≠y. 

11.2. Имеется п гирек весом 1, 2…,п (гр) и двухчашечные весы. Можно ли все гирьки разложить на весах так, чтобы на одной чаше было вдвое больше гирек, чем на другой, и весы уравновесились:a) при  n = 90; б) при  n = 99?
Ответ. а) нельзя; б) можно. Решение. а) Сумма весов всех гирек    является нечётным числом, следовательно, 90 гирек нельзя разделить на две кучки с равной суммой. б) Попробуем найти 33 гирьки с последовательными весами, общий вес которых равен половине суммы весов всех гирь. Решая уравнение ,  т.е. откуда k=59.  Значит,  на первую чашу можно положить гирьки с весами 59, 60,…,91, а все оставшиеся –на вторую чашу.

11.3. Дана прямая на плоскости и на ней отмечено несколько (больше двух) точек. Докажите, что можно отметить еще одну точку на плоскости (вне данной прямой) так, чтобы среди всех треугольников с отмеченными вершинами было больше половины остроугольных.
Решение. См. задачу. 10.3.





11.4. На координатной плоскости начерчена парабола .На положительной полуоси Оу взяли точку А и через неё провели две прямые с положительными угловыми коэффициентами. Пусть  и– точки пересечения с параболой первой и второй прямой соответственно. Найдите ординату точки А, если известно, что, где О – начало координат. 


Ответ. 1. Решение. Обозначим через a ординату точки A. Прямая, проходящая через точку A, имеет уравнение y=k∙x+a, а абсциссы x1,x2 точекM и N пересечения прямой с параболой являются корнями уравнения x2=k∙x+a. Из теоремы Виета имеем x1∙x2= – aи x1+x2=k. Вычислим. При a=1 имеемcos(MON)=0 и, значит, MONне зависит от k. Если же a≠1и для двух угловых коэффициентахk1,k2>0 соответствующие углы равны, то из равенства , т.е.(в силу положительности k1,k2). Таким образом, получаем ответ a=1. (Можно получить равенство  и без использования скалярного произведения: вместо этого можно при вычислении тангенса угла MONприменить формулу тангенса суммы двух углов МОА и NOA.)


[image: ]11.5. Решите систему уравнений .
Ответ.x=1/2, y=3. Решение. Непосредственно проверяется, что числа x=1/2, y=3 являются решением системы. Докажем, что решение единственно. Для этого покажем, что функцияy(x), заданная первым уравнением, строгомонотонно убывает, а функция, заданная вторым уравнением, строго монотонно убывает. Действительно, производная первой функции равна . Вторая функция определена при x>0 и её производная имеет вид .Таким образом, система имеет единственное решение x=1/2, y=3.(При обосновании монотонности указанных функций можно и не использовать производную, а сослаться на соответствующие свойства показательной и логарифмической функций для конкретных оснований).
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