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7 класс
7.1. Дан квадрат и прямоугольник. Большая сторона прямоугольника на 11% больше стороны квадрата, а меньшая сторона – на 10% меньше стороны квадрата. а) Больше или меньше площадь прямоугольника по сравнению с площадью квадрата, и на сколько процентов? б) Ответьте на те же вопросы относительно периметров прямоугольника и квадрата.





Ответ: а) площадь прямоугольника меньше на 0,1%, б) периметр прямоугольника больше на 0,5%. Решение. Пусть a – сторона квадрата, тогда стороны прямоугольника равны  1,11a  и  0,9a. Площадь и периметр прямоугольника равны соответственно   и  . В процентном отношении площадь прямоугольника составляет = 99,9% , а периметр 100,5%. Таким образом, площадь прямоугольника меньше площади квадрата на 0,1%, а периметр больше периметра квадрата на 0,5%.
 

 7.2. Агент 007 хочет зашифровать свой номер с помощью двух натуральных чисел т и п так, чтобы . Сможет ли он это сделать? 

Ответ: сможет. Решение следует из равенства:  .

7.3. На острове, где живут рыцари и лжецы, несколько (больше двух) человек, собрались за круглым столом. Известно, что за столом были и рыцари и лжецы, и каждый сказал такую фразу: «Только один из двух моих соседей  рыцарь». Кого за столом больше: рыцарей или лжецов, и во сколько раз? (Рыцари всегда говорят правду, лжецы всегда лгут; и все знают, кто есть кто).

Ответ: рыцарей больше в два раза. Решение. Рассмотрим произвольного рыцаря (по условию задачи, за столом есть рыцари). Из его правдивых слов следует, что с одной стороны от него сидит рыцарь, а с другой лжец. Без ограничения общности можно считать, что рыцарь сидит справа от него, а лжец слева. Тогда от этого соседа-рыцаря слева сидит наш первый рыцарь, значит справа от него сидит лжец. Если бы справа от этого лжеца сидел другой лжец, то фраза о только одном соседе-рыцаре была бы правдивой, и поэтому справа от лжеца должен сидеть рыцарь. Рассуждая аналогично, получаем цепочку «рыцарь-рыцарь-лжец-рыцарь-рыцарь-лжец…» и так далее. Поскольку мы могли начать рассуждения с любого рыцаря, такая периодичность должна наблюдаться на всем круглом столе (и дойти до первого рыцаря с другой стороны). Таким образом, число людей за столом делится на три и рыцарей вдвое больше, чем лжецов. 

7.4. На доске было записано 10 чисел. За одну операцию разрешается стереть с доски любые два числа  a, b, а вместо них записать  a + 2b и b + 2a. Может ли получиться так, что в результате нескольких операций все числа на доске окажутся одинаковыми, если вначале были записаны        а) числа 1, 2, …, 10; б) произвольные 10 различных чисел (не обязательно целых)?










Ответ. а) Не может; б) может.  Решение. а) Заметим, что при любой операции четность чисел не меняется (т.к. a + 2b имеет ту же четность, что a, и аналогично, b + 2a имеет ту же четность, что b). Вначале было 5 четных и 5 нечетных чисел, поэтому и в конце должно быть 5 четных и 5 нечетных чисел, поэтому 10 чисел одинаковой четности не могло получиться. б) Приведём пример: пусть вначале на доске написаны такие 10 чисел        81.
Из первой пары чисел получаются в результате одной операции 3 и 81, из второй пары получаются 9 и 81, из третьей пары 27 и 81. Итак, после этих трех операций будем иметь на доске две тройки, две девятки, два числа, равные 27, и четыре числа, равные 81. Две тройки за три операции последовательно превращаются (3; 3) –> (9; 9) –>(27; 27) –>(81; 81). Две девятки за две операции превращаются  (9; 9) –>(27; 27) –>(81; 81), и два числа, равные 27, превращаются  (27; 27) –>(81; 81). В результате, на доске все 10 чисел окажутся равными 81.






    Для полного решения пункта б) достаточно привести пример 10 чисел (с указанием об операциях). Тем не менее, поясним, как можно прийти к подобному примеру. Для этого применим «обратный ход»: если нам нужно получить в результате одной операции числа , то числа  однозначно определяются из уравнений   и   , а именно   и  . Построим пример, используя такой метод обратного хода. Ясно, что из чисел 3, 3, 9, 9, 27, 27, 81, 81, 81, 81 легко получить десять чисел, равных 81 (как это сделано выше). Теперь рассмотрим такие три пары (3, 81), (9, 81) и (27, 81) из этих чисел и применим к ним обратный ход. Тогда получаются соответственно пары (-25, 53), (-21, 51) и  (-9, 45), которые вместе с четырьмя числами .3, 9,27,81 дают искомый пример.

7.5. а) Можно ли клетчатый квадрат 77 с вырезанной центральной клеткой разрезать на доминошки (прямоугольники 21) так, чтобы число горизонтальных и вертикальных доминошек было одинаковым? б) Тот же вопрос для квадрата 77 с вырезанной угловой клеткой.

Ответ. а) Можно; б) нельзя. Решение. а) См. пример разрезания на рисунке. б) Раскрасим квадрат в два цвета, как показано на втором рисунке. У нас получится 27 черных клеток и 21 белая клетка. Заметим, что любая горизонтальная доминошка занимает одну черную и одну белую клетку, а вертикальная доминошка занимает две клетки одного цвета. Если предположить, от противного, что можно разрезать квадрат требуемым образом, то должно быть 12 горизонтальных и 12 вертикальных доминошек. Тогда из 21 белой клетки 12 клеток будет занято горизонтальными доминошками, а остальные 9 белых клеток не смогут быть заняты вертикальными доминошками (из-за нечетности числа 9). Полученное противоречие доказывает невозможность такого разбиения.
	  
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	 
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	


	  
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	










 



8 класс

8.1. Даны два прямоугольника с горизонтальными и вертикальными сторонами. Горизонтальная сторона второго прямоугольника на 11% больше горизонтальной стороны первого, а вертикальная сторона второго прямоугольника на 10% меньше вертикальной стороны первого. а) У какого из прямоугольников площадь больше и на сколько процентов?  б) Найдите отношение сторон первого прямоугольника, если известно, что его периметр на 5% меньше периметра второго.










Ответ: а) площадь второго прямоугольника меньше площади первого на 0,1%, б) отношение горизонтальной стороны к вертикальной равно 290/109.  Решение. Пусть a  и  b – соответственно, горизонтальная и вертикальная стороны первого прямоугольника, тогда стороны второго прямоугольника равны  1,11a и  0,9b. Площадь второго прямоугольника равна , что в процентном отношении составляет = 99,9%, т.е. на 0,1% меньше площади первого прямоугольника. б) Периметр второго прямоугольника равен   и по условию, периметр первого прямоугольника, т.е. , равен . Приравняв эти две величины, получим , т.е. . Комментарий. Отметим, что условие задачи о том, что периметр первого прямоугольника на 5% меньше периметра второго, не означает, что периметр второго прямоугольника на 5% больше периметра первого, а при таком несколько отличающемся условии ответ был бы       
 

8.2. а) Агент 007 хочет зашифровать свой номер с помощью двух натуральных чисел т и п так, чтобы . Сможет ли он это сделать? б) Сможет ли его коллега, агент 013, подобным образом зашифровать свой номер? 



Ответ: а) сможет; б) сможет. Решение следует из равенств:   и  

8.3. Из пунктов А и В одновременно навстречу друг другу выехали два велосипедиста. Они ехали с постоянными скоростями. С момента встречи первый велосипедист ехал до пункта В  40 минут, а второй до пункта А – полтора часа. Найдите время от начала движения до встречи и отношение скоростей велосипедистов.




Ответ. Время до встречи – 1 час. Скорость первого велосипедиста больше скорости второго в 1,5 раза. Решение. Пусть v1, v2 – скорости велосипедистов, t – время до встречи. Тогда первый велосипедист проехал до встречи путь v1t, а второй – путь v2t. Из условий задачи тогда будем иметь  и . Из этих уравнений получим, исключая t, что , т.е. . Тогда значение t = 60 (мин).

8.4.  В треугольнике АВС угол А в три раза меньше угла С, а сторона ВС вдвое меньше стороны АВ. Найдите углы треугольника АВС.










Ответ. Углы А, В и С равны соответственно  . Решение. Пусть ВС=а,  тогда АВ=2а и . Возьмём точку М на стороне АВ такую, что  тогда   по свойству внешнего угла. Таким образом,   и значит, треугольник ВМС равнобедренный. Тогда ВМ=а и АМ= и поэтому СМ=АМ=а, т.к. треугольник   АМС равнобедренный. Итак, треугольник ВМС равносторонний и значит, все его углы равны (. Остальные углы теперь легко определяются. 

8.5. Можно ли клетчатый квадрат nn (клеток) с вырезанной угловой клеткой разрезать на доминошки (прямоугольники 21) так, чтобы число горизонтальных и вертикальных доминошек было одинаковым, если а) n=101; б) n=99?



Ответ. а) Можно; б) нельзя. Решение. а) Пусть отрезана левая нижняя клетка. Заполним нижнюю горизонталь (без вырезанной клетки) 50 горизонтальными доминошками, а левую вертикаль – 50 вертикальными доминошками. Останется квадрат  100100, который разбивается на четное число квадратиков 22 (а именно, на 2500 таких квадратиков), половину из которых заполним горизонтальными, а половину – вертикальными доминошками. б) См. аналогичную раскраску в задаче 7.5. Те же рассуждения приводят к противоречию, т.к. белых клеток нечетное количество (а именно, ), а количество доминошек каждого цвета должно быть четным (а именно, .



9 класс

9.1. Может ли длина одной из медиан прямоугольного треугольника составлять а) 51% от длины гипотенузы? б) 49% от длины гипотенузы?




Ответ. а) Может; б) не может. Решение. Ясно, что медиана проведена к середине одного из катетов, иначе ее длина была бы равна половине гипотенузы. Пусть  ABC прямоугольный с прямым углом С и ВС = а,  АС = b. Без ограничения общности можно считать, что медиана АМ проведена к середине М катета СВ. Пусть k = АМ/АВ. Тогда имеем , т.е. . Если , то отсюда получим искомое отношение катетов. Если же , то в полученном соотношении правая и левая части разных знаков.
9.2. Из пунктов А и В одновременно навстречу друг другу выехали два велосипедиста. Они ехали с постоянными скоростями. С момента встречи первый велосипедист ехал до пункта В  40 минут, а второй до пункта А – полтора часа. Найдите время от начала движения до встречи и отношение скоростей велосипедистов.
Ответ: Время до встречи – 1 час. Скорость первого велосипедиста больше скорости второго в 1,5 раза. Решение. См. задачу 8.3

9.3. Вписанная окружность треугольника АВС с центром О касается сторон АВ, ВС и АС в точках М,  N и К соответственно. Оказалось, что угол АОС в четыре раза больше угла МКN. Найдите угол В.








Ответ: 108. Решение. Пусть . Тогда в равнобедренном треугольнике АКМ угол при основании равен . Аналогично в треугольнике CKN  находим . Поэтому  . Далее, . Таким образом, из условия задачи имеем .
9.4  За круглым столом сидят 20 акционеров. Какое минимальное значение может иметь суммарное количество их акций, если известно, что а) у любых трех из них в сумме больше 1000 акций, б) у любых трех подряд сидящих акционеров в сумме больше 1000  акций?
Ответ: а) 6679; б) 6674. Решение. а) Пусть xi – число акций у i-го акционера (если считать по кругу, начиная с некоторого акционера). Упорядочим числа xi по возрастанию, получим:  y1  y2  y3  …  y20. Заметим, что y3  334, так как в противном случае сумма   y1 + y2 + y3 была бы  999. Поэтому для суммы S всех акций имеем: S  (y1 + y2 + y3) + 334  17  1001 + 334  17 = 6679. Это значение реализуется, когда у одного акционера 333, а у всех остальных – по 334 акции. б) Записав неравенства вида xi + xi+1 + xi+2   1001 для всех i (считая, что x21 = x1, x22 = x2) и сложив все 20 неравенств, получим 3S  1001  20.  Значит, S  6673,333… т.е. S  6674. Это значение реализуется, когда числа  x1, x2, x3,…, x19, x20 равны 333, 334, 334,…(повторяется 6 раз такая тройка) и последние два числа 334, 334.

	
9.5. Дан неравносторонний треугольник со сторонами a, b, c. Если существует треугольник со сторонами a + b – c, b + c – a, a + c – b, то рассматривают этот новый треугольник и с ним проделывают ту же процедуру (и т.д.), в противном случае процесс заканчивается. а) Может ли в этом процессе встретиться треугольник, подобный исходному? б) Может ли этот процесс продолжаться бесконечно?





Ответ: а) нет; б) нет. Решение. а) Пусть для определенности, a  b  c, тогда три новых числа, очевидно, будут удовлетворять неравенствам a + b – c  a + c – b  b + c – a. Поэтому величина  c – a, равная разности между наибольшей и наименьшей стороной, после одной процедуры будет равна , а после n-ой процедуры будет .Значит, если бы на n-ом шаге треугольник оказался подобен исходному, то коэффициент подобия был бы равен , но, с другой стороны, большая сторона за каждый шаг увеличивается менее, чем в два раза: действительно, в противном случае получили бы неравенство , что противоречило бы условию на длины сторон. б) Заметим, что периметр треугольника сохраняется при данной процедуре, а поскольку величина  растет как геометрическая прогрессия со знаменателем 2, она станет больше периметра, но это, очевидно, противоречит положительности всех трех сторон треугольника. Комментарий. Рассуждение пункта б), основанное на сохранении периметра, могло быть применено и в пункте а): тогда из подобия треугольников следовало бы их равенство. 




10 класс


10.1. Существует ли прямоугольник с иррациональными сторонами, у которого а) площадь и периметр – числа целые? б) площадь, периметр и диагональ – числа целые?








Ответ: а) существует; б) существует. Решение. Если стороны прямоугольника имеют вид , где т и п – натуральные числа, причем  и n не является точным квадратом, то площадь прямоугольника равна , а периметр равен 4т, и тем самым требования пункта а) выполнены. Для пункта б) требуется еще, чтобы диагональ  была целым числом. Пусть  для некоторого целого k. Тогда , и легко подобрать нужные числа, например, при k = 3 и m = 4 получим n = 2 и непосредственной проверкой убедимся, что стороны  и  соответствуют диагонали, равной 6.


10.2. Даны коэффициенты  квадратного трёхчлена . Его график пересекает оси координат в трёх точках, и через эти точки провели окружность, которая пересекла  ось Oy ещё в одной точке. Найдите ординату этой четвертой точки.









Ответ: 1/a. Решение. Рассмотрим сначала случай, когда парабола пересекает ось Ох в точках  по одну сторону от точки О – начала координат. Если а>0, то с>0 и применяя для  окружности теорему об отрезках секущей, получим, что искомая ордината удовлетворяет уравнению . Но по теореме Виета , откуда получаем . Если а<0, то учитывая отрицательные знаки с и, свойство секущих запишем в виде  и снова получим тот же результат . Если корни разных знаков, то вместо теоремы об отрезках секущей следует применить теорему об отрезках хорд, и тогда аналогично получим ту же формулу для . 


10.3. На боковых сторонах AB и CD трапеции ABCD взяты точки M и N соответственно, такие, что AN=BN и . Докажите, что CM=MD. 





Решение. Из равенства AN = BN следует,  что  в равнобедренном треугольнике ABN. Тогда по условию задачи,  и значит, около четырехугольника AMND можно описать окружность. Поэтому . Но в трапеции углы при боковой стороне дают в сумме 180 и поэтому . Таким образом, в четырехугольнике MBCN сумма углов при вершинах В и N тоже равна 180 и поэтому около MBCN можно описать окружность. Следовательно, , а значит, треугольник CMD тоже равнобедренный, и CM = MD.


10.4. Сколько решений в целых числах х, у имеет уравнение  ? 










Ответ: 400. Решение. Заметим, что для любых целых чисел  система уравнений  имеет целочисленное решение  , причем разным упорядоченным парам  соответствуют различные решения . Поэтому для любого натурального n от 1 до 99 взяв в качестве  числа вида , получим  решений. Кроме того, будет два решения, соответствующих числам  и, аналогично, будет еще два решения, соответствующих числам  . Итого 400 решений.


10.5. Дан неравносторонний треугольник со сторонами a, b, c. Если существует треугольник со сторонами a + b – c, b + c – a, a + c – b, то с новым треугольником проделывают ту же процедуру, и т.д., в противном случае процесс заканчивается. а) Может ли в этом процессе встретиться треугольник, подобный исходному? б) Может ли этот процесс продолжаться бесконечно?
Ответ: а) нет; б) нет. Решение. См. задачу 9.5 
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11.1.  Найдите все значения параметра, для которых уравнение  имеет три корня.




















Ответ: ¾<а<3. Решение. Сразу исключим значение а=0, т.к. в этом случае единственный корень . Поскольку при всех х, уравнение можно записать в виде . Корень  есть при любых а. Для  сократим уравнение на . Получим уравнение , где sign( ) означает знак числа (в данном случае он равен +1 или  , соответственно, при  или ). Нам нужно найти значения а, при которых это уравнение имеет два корня, отличные от . При а<0 правая часть последнего уравнения положительна лишь при , но в силу того, что вершина параболы  имеет абсциссу , квадратное уравнение не может иметь больше одного корня в области . Значит, требуется найти положительные а, для которых уравнение имеет два корня, большие . Итак, требуется решить неравенство  (с учетом положительности дискриминанта, т.е. подкоренного выражения, а также параметра а). Тогда и, значит, . Комментарий .Задача допускает и другие (графические) решения. 



11.2. Даны коэффициенты  квадратного трёхчлена . Его график пересекает оси координат в трёх точках, и через эти точки провели окружность, которая пересекла ось Oy ещё в одной точке. Найдите ординату этой четвертой точки.
Ответ: 1/а.  Решение. См. задачу 10.2 


 11.3. На боковых ребрах AD, BD и CD тетраэдра ABCD взяты, соответственно, точки А1, В1, С1 такие, что плоскость А1В1С1 параллельна основанию АВС. Точка D1 лежит в основании. Докажите, что объем тетраэдра А1В1С1D1 не превосходит , где V – объем тетраэдра ABCD.








Решение. Из условия параллельности плоскостей А1В1С1 и АВС следует, что тетраэдры А1В1С1D и ABCD подобны. Пусть  – коэффициент подобия этих тетраэдров (x<1) и h – высота тетраэдра ABCD из точки  D . Тогда  –  высота тетраэдра А1В1С1D1 из точки D1. Поскольку площади оснований А1В1С1 и АВС тетраэдров  и ABCD относятся как х2, а высоты – как (1 – х), получаем задачу на максимум для функции . Решая эту задачу с помощью производной .находим критическую точку , в которой достигается наибольшее значение (в другой критической точке x=0, так же, как и при х=1, очевидно, достигается .наименьшее значение 0).


11.4. Сколько решений в целых числах х, у имеет уравнение  ?
Ответ: 400. Решение. См задачу 10.4.




 11.5. Существует ли такое действительное , что оба числа  и  рациональны?

















Ответ: не существует Решение. Предположим, от противного, что для некоторого  выполняется: и = b, где а, b – рациональные числа. Тогда , . Возводя в квадрат и складывая эти соотношения, получим . Если , от отсюда уже получается противоречие, т.к. в левой части рациональное число, а в правой – иррациональное. Значит, , и на самом деле мы имеем два уравнения   и = a. Вычитая эти уравнения, получим . Но функция  принимает наибольшее по абсолютной величине значение  (при ; в этом можно убедиться, исследуя функцию с помощью производной или преобразовав данное выражение через вспомогательный угол). Таким образом, получаем противоречие: по абсолютной величине правая часть всегда больше левой. Комментарий. Можно получить противоречие и не проводя вторую часть рассуждений, если заметить следущее: после того, как показано, что , предыдущее равенство запишется в виде , т.е. , и противоречие со знаком правой и левой части доказывает наше утверждение.
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