Олимпиада «Будущие исследователи – будущее науки» по математике

2025, 1 тур, 3 ВАРИАНТ 
10 КЛАСС
10.1. В фирме «Медиана» всем сотрудникам платят поровну. Директор фирмы сократил штат сотрудников на 30%, а каждому из оставшихся повысил зарплату на 35%. Увеличится или уменьшится суммарная зарплата всех сотрудников фирмы, и на сколько процентов?
Ответ. Уменьшится на 5,5%. Решение. Пусть х – количество сотрудников фирмs «Медиана» до сокращения, а у – зарплата одного сотрудника, тогда суммарная зарплата всех сотрудников была равна ху. После сокращения осталось 0,7х сотрудников, а после повышения зарплата каждого сотрудника стала 1,35у. Суммарная зарплата всех сотрудников стала равна 0,7х(1,35у = 0,945ху, поэтому суммарная зарплата уменьшилась на 0,055ху, т.е. на 5,5%.

10.2. Решите систему уравнений 
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Ответ. 
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. Решение. Разложим левую часть первого уравнения на множители, рассматривая её как квадратный трехчлен переменного 
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 с корнями 
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Правую часть разложим по формуле суммы кубов. Тогда 
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. Отсюда либо 
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 В первом случае имеем систему: 
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 Таким образом, в первом случае есть два решения: 
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 Вычитая уравнения, получим 
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 . Таким образом, во втором случае есть три решения 
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10.3. В данном прямоугольном треугольнике оба катета имеют иррациональные длины. Могут ли 3 величины: 1) площадь, 2) сумма катетов и 3) биссектриса прямого угла – быть рациональными?
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Ответ. все три величины – не могут, но по отдельности могут. Решение. Пусть, от противного, иррациональные катеты a, b таковы, что a + b, площадь S и биссектриса l – числа рациональные. Рассмотрим (АВС с прямым углом С, катетами АС = b, СВ = а и биссектрисой CD=l. Подсчитаем S следующим образом: S = SACD + SBCD
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 противоречит тому, что S – число рациональное, а 
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 –иррациональное число как произведение ненулевого рационального числа 
[image: image21.wmf])

(

4

1

b

a

l

+

 на иррациональное число 
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[image: image23.wmf]±

m



 EMBED Equation.3  [image: image24.wmf]n

, где n, m – натуральные, n – не точный квадрат, а биссектриса прямого угла – например, для равнобедренного прямоугольного треугольника с катетами 
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10.4. Дан треугольник со сторонами 2; 3; 4 и требуется определить, какое наименьшее число кругов единичного радиуса требуется, чтобы полностью покрыть ими этот треугольник.
Ответ. Три круга. Решение. Пусть АС = 4, АВ = 2, ВС = 3 и пусть 
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 – середины сторон АВ, ВС и АС соответственно. Заметим, что угол В тупой, т.к. 
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 лежат внутри круга радиуса 1 с центром в точке О – середине отрезка 
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 и то, что длина средней линии равна половине АС). Итак, параллелограмм 
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 покрывается единичным кругом с центром О. Два других единичных круга с центрами M и N в серединах 
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 равны углу В, а значит, тупые). Оценка. Покажем, что двух единичных кругов недостаточно. В противном случае их центры обязаны совпадать с точками M и N (иначе отрезок АС длины 4 не смог бы накрываться двумя кругами диаметра 2). Но тогда точка В лежит вне обоих этих кругов, т.к. иначе нарушалось бы неравенство треугольника для треугольника АВМ (
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)°. (Другой способ обнаружить противоречие – восставить перпендикуляр из точки
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11 класс
11.1. Решите уравнение [image: image44.png]Jsin (7x) = \/cos (2nx)
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Ответ. 
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. Решение. Используя формулу косинуса двойного угла, получаем: 
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. Решениями последнего уравнения являются корни 
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11.2. Дан квадратный трёхчлен 
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 с отрицательным дискриминантом. Докажите, что если a + b + c < 0, то числа a и с отрицательны.
Решение. По условию, график параболы не пересекается с осью Ох. Имеем 
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. Значит, ветви параболы направлены вниз и поэтому а < 0 и y(0) = с < 0. Другой способ доказательства. Из неравенства 
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 следует, что а и с одного знака. Если предположить, от противного, что  а > 0 и с > 0, то в случае, когда b > 0, сразу получим противоречие с неравенством 
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 а иначе после возведения в квадрат будем иметь 
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11.3.На координатной плоскости построен график 
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Ответ. 30. Решение. Уравнение касательной в точке (
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. Из этого уравнения получаются координаты точек пересечения с осями Ох и Оу соответственно: 
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. Таким образом, n может принимать значение любого делителя числа 400. Натуральных делителей числа 400 всего 15 (можно непосредственно выписать эти 15 делителей, либо, записав 400 в виде произведения простых чисел: 
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, найти количество натуральных делителей как (4+1)(2+1) = 15 ). С учетом отрицательных делителей (соответствующих касательным в третьей четверти), получим всего 30 точек.
11.4. Можно ли разбить квадрат 
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 на 100 равных прямоугольников, у каждого из которых длины неравных сторон отличаются на единицу?
Ответ. Нельзя. Решение. Предположим, от противного, что такое разбиение существует, и пусть х, у – стороны прямоугольника разбиения (
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 (по условию). Решая квадратное уравнение для х, находим положительный корень 
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. Она составлена из нескольких больших и нескольких меньших сторон нашего прямоугольника, т.е. 
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 для некоторых целых неотрицательных m, n. Тогда 
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, получаем противоречие: в правой части последнего равенства стоит иррациональное число, а в левой – рациональное.
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