Олимпиада «Будущие исследователи – будущее науки» 2025/26 уч.г.
Математика. Отборочный тур. 
Время выполнения заданий 90 минут.
1 вариант
7 класс
7.1. 1 августа предприниматель поднял цену товара на  n %, но после того, как товар стали хуже покупать, решил опустить цену с 1 сентября. На сколько процентов он должен опустить цену, чтобы она оказалась прежней – такой, как до 1 августа?
Ответ. 
[image: image156.png]


. Решение. Пусть до повышения 1 августа цена товара составляла х (руб.), тогда после повышения цена стала  
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. Чтобы вернуться к первоначальной цене, её нужно уменьшить на 
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(руб). Таким образом, отношение этой величины к августовской цене равно 
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 , что в процентах составляет 
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7.2. В двузначном простом числе поменяли порядок цифр и сложили полученное число с исходным. В результате получили 110. Найдите исходное число (укажите все возможные решения).
 Ответ.  19; 37; 73. Решение. Пусть 
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 – данное двузначное простое число, тогда х ( 1, а у – нечетная цифра. По условию задачи 
[image: image8.wmf]110

=

+

ух

ху

 ( (10х + у) + (10у + х) =110 ( 11(х + у) = 110 ( х + у = 10. Так как у – нечетная цифра, то последнему равенству удовлетворяют пять пар чисел: 1) х = 1, у = 9; 2) х = 3, у = 7; 3) х = 5, у = 5; 4) х = 7, у = 3; 5) х = 9, у = 1. Но числа 55 и 91 простыми не являются.
7.3. У учителя в наборе 30 палочек целой длины 6, 7, 8, …, 35 (см). Он раздал произвольным образом 10 ученикам по три палочки. Обязательно ли хотя бы один из учеников сможет из своих палочек сложить треугольник?
Ответ. Обязательно. Решение.  Предположим противное. Тогда у каждого ученика длина самой длинной палочки больше или равна сумме длин двух других палочек. Значит, сумма длин самых длинных палочек у всех 10 учеников больше или равна сумме длин остальных палочек. Но у данных 30 палочек сумма длин самых длинных десяти палочек равна 26 + 27 + ... + 35 = 305, а сумма длин остальных двадцати палочек равна 6 + 7 + ... + 25 = 310  > 305. Таким образом, получили противоречие.
7.4. Какое наибольшее количество чисел можно выбрать среди первых 2025 натуральных чисел 1, 2, …, 2025, чтобы разность любых двух выбранных чисел не равнялась 25? 

Ответ. 1025. Решение. Пример на 1025 чисел: 1, 2, …, 25, 51, 52, …, 75, 101, 102, …, 125, …, 2001, 2002, …, 2025; они условию задачи удовлетворяют. Оценка. Покажем, что больше 1025 чисел быть не может. Так как 2025 = 25(81, то можно разбить числа от 1 до 2025 на 25 групп по 81 числу в каждой так, чтобы в одну группу входили числа с одинаковым остатком от деления на 25. Таким образом, в n-ую группу входит 81 число вида п, 25 + п, 50 + п, …, 2000 + п, где n принимает фиксированное целое значение от 1 до 25. Если предположить противное, т.е. всего выбранных чисел больше 1025 = 25(41, то среди этих чисел окажется не менее 42 чисел из некоторой группы. Но выбранные числа не должны оказаться соседними в ряду чисел n-ой  группы: п, 25 + п, 50 + п, …, 2000 + п. А таких чисел не более 41 (максимум 41 будет, когда выбираются числа в ряду через одного: первое, третье,,…,81-е). Полученное противоречие доказывает нашу оценку.
8 класс
8.1. Решите уравнение 
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Ответ. 
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. Решение. Перепишем уравнение в виде 
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Значит, либо 
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, либо 
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 Из первого уравнения 
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 и при этом значении 
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 знаменатели второго уравнения не равны 
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, т.е. 
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 – корень. Из второго уравнения следует: 
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 знаменатель первой дроби обращается в нуль, т.е. 
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[image: image24.wmf]0.


8.2. В двузначном простом числе поменяли порядок цифр и сложили полученное число с исходным. В результате получили 110. Найдите исходное число (укажите все возможные решения).
Ответ.  19; 37; 73. Решение.  См. задачу 7.2.
8.3. Дана равнобедренная трапеция, у которой длина средней линии равна половине диагонали. Чему равен угол между диагональю и основанием трапеции?
[image: image1.wmf]%

100

100

п

п

+

Ответ.  60(. Решение. Пусть ABCD – равнобедренная трапеция, у которой BD вдвое больше длины средней линии, следовательно, ВD = АD + ВС. Проведем высоту ВН трапеции. По свойству равнобедренной трапеции точка Н делит основание трапеции на отрезки, больший из которых равен полусумме оснований, т.е. НD = 0,5(АD + ВС) = 0,5ВD. Поэтому в прямоугольном треугольнике ВНD катет DН равен половине гипотенузы ВD, следовательно, (НВD = 30(, а (ВDН = 60(.

8.4. Какое наибольшее количество чисел можно выбрать среди первых 2025 натуральных чисел 1, 2, …, 2025, чтобы разность любых двух выбранных чисел не равнялась 25? 

Ответ. 1025. Решение. См. задачу 7.4.
9 класс
9.1. Даны два квадратных трехчлена с одинаковыми старшими коэффициентами. Докажите, что если у каждого из них отрицательный дискриминант, то и у суммы этих трехчленов дискриминант отрицательный.
Решение. По условию, графики квадратных трехчленов f (x) = ах2 + b1x + c1 и g(x) = ах2 + b2x + c2  c отрицательными дискриминантами не пересекают ось Ох и (в силу равенства старших коэффициентов) f (x) и g(x) одного знака при всех х . Поэтому и сумма f (x)+g(x) будет того же знака при всех х. Отсюда следует результат об отрицательном знаке дискриминанта. Другое доказательство. Имеем: b12 – 4ас1 < 0, b22 – 4ас2 < 0. Рассмотрим сумму квадратных трехчленов:  2ах2 + (b1 + b2)x + (c1 + с2). Поскольку (b1 – b2)2 ( 0, то 2b1b2 ( b12 + b22. . Поэтому (b1 + b2)2 – 8а(c1 + с2) = b12 + 2b1b2 + b22 – 8ас1 – 8ас2 ( 2(b12 – 4ас1) + 2(b22 – 4ас2) < 0.
9.2. Дана равнобедренная трапеция, у которой длина средней линии равна половине диагонали. Чему равен угол между диагональю и основанием трапеции?
Ответ. 60(. Решение. См. задачу 8.3.
9.3. Решите уравнение 
[image: image25.wmf]0.
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Ответ. 
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 Тогда исходное уравнение примет вид 
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. Первый множитель 
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 не имеет корней, т.к. его дискриминант меньше 
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 Корни второго множителя 
[image: image32.wmf].
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9.4. Существуют ли различные положительные рациональные числа х, у, удовлетворяющие уравнению 
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Ответ. Существуют. Решение. При 
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данное уравнение после приведения левой части к разности кубов и деления на (x–y) сводится к равносильному: 
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Q, и рассмотрим квадратное уравнение 
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. Оно имеет рациональные корни, когда дискриминант – квадрат рационального числа: 
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 . Разложить тройку на два рациональных множителя можно разными способами (надо еще не забыть о положительности решения, и для этого v должно быть больше единицы). Возьмем, например, такое разложение: 
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. Из данной системы находим 
[image: image45.wmf]3

13

,

3

7

=

=

v

u

. Тогда 
[image: image46.wmf]7

3

=

x

 и 
[image: image47.wmf]3

5

2

/

3

13

1

2

/

)

1

(

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

+

-

=

v

t

. Таким образом, числа 
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 удовлетворяют уравнению (это можно и непосредственно проверить).
10 класс
10.1. Даны два квадратных трехчлена с одинаковыми старшими коэффициентами. Докажите, что если у каждого из них отрицательный дискриминант, то и у суммы этих трехчленов дискриминант отрицательный.
Решение. См. задачу 9.1.
10.2. В данном прямоугольном треугольнике оба катета имеют иррациональные длины. Могут ли 3 величины: 1) площадь, 2) сумма катетов и 3) биссектриса прямого угла – быть рациональными?
[image: image154.png]<



Ответ. все три величины – не могут, но по отдельности могут. Решение. Пусть, от противного, иррациональные катеты a, b таковы, что a + b, площадь S и биссектриса l – числа рациональные. Рассмотрим (АВС с прямым углом С, катетами АС = b, СВ = а и биссектрисой CD=l. Подсчитаем S следующим образом: S = SACD + SBCD
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 противоречит тому, что S – число рациональное, а 
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 –иррациональное число как произведение ненулевого рационального числа 
[image: image53.wmf])

(

4

1

b

a

l

+

 на иррациональное число 
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. По отдельности данные величины могут быть рациональными: а именно, площадь и сумма катетов – когда длины катетов 
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, где n, m – натуральные, n – не точный квадрат, а биссектриса прямого угла – например, для равнобедренного прямоугольного треугольника с катетами 
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10.3. Можно ли разбить квадрат 
[image: image58.wmf]10

10

´

 на 100 равных прямоугольников, у каждого из которых длины смежных сторон отличаются на единицу?
Ответ. Нельзя. Решение. Предположим, от противного, что такое разбиение существует, и пусть х, у – стороны прямоугольника разбиения (
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).  Тогда имеем систему из двух уравнений: 
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 (по условию).  Решая систему, получаем квадратное уравнение для х с положительным корнем 
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 для некоторых целых неотрицательных m, n. Тогда 
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, получаем противоречие: в правой части последнего равенства стоит иррациональное число, а в левой – рациональное. 
10.4. а) Докажите, что если натуральные числа х, у удовлетворяют уравнению 
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, то х = у. б) Существуют ли различные положительные рациональные числа х, у, удовлетворяющие уравнению 
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Ответ. б) Существуют. Решение. а) Имеем 
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, то отсюда после деления на (x – y) получим 
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. Самые маленькие (и различные) натуральные числа 1 и 2 при подстановке в левую часть дают 
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, числа 1 и 3 при подстановке дают 13, числа 2 и 3 дают 19, и далее, при бóльших 
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, левая часть возрастает и всегда будет больше 15. б) См. задачу 9.4.
11 класс
11.1. Решите уравнение 
[image: image75.wmf].
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Ответ.  x = –1. Решение. Левая часть уравнения не превосходит по модулю числа 2, а правая часть по модулю не меньше 2. Для правой части это следует (при положительных х) из неравенства между средним арифметическим и средним геометрическим, а при отрицательных х выражение отличается только знаком. При этом наибольшее по модулю значение 2 достигается (только) для  x = 1 или x = –1. Проверив эти два возможных корня, получаем, что подходит  x= –1.
11.2. В данном прямоугольном треугольнике оба катета имеют иррациональные длины. Могут ли 3 величины: 1) площадь, 2) сумма катетов и 3) биссектриса прямого угла – быть рациональными?
Ответ. все три величины – не могут, но по отдельности могут. Решение. См. задачу 10.2.
11.3. Можно ли разбить квадрат 
[image: image76.wmf]10
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 на 100 равных прямоугольников, у каждого из которых длины смежных сторон отличаются на единицу?
Ответ. Нельзя. Решение. См. задачу 10.3.
11.4. Могут ли уравнению  
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 удовлетворять а) различные натуральные числа x, y, z ? б) различные целые числа x, y, z ?
Ответ. а) не могут, б) могут. Решение. а) Из неравенства о средних для трех положительных чисел следует, что 
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, причем равенство достигается только в случае равенства чисел 
[image: image79.wmf]x
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. Но в этом случае x = y = z : действительно, обозначим эти равные отношения через t , тогда будем иметь три уравнения: x = yt ,  y = zt , z = xt  и перемножив их, после сокращения на xyz получим 
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 б) Пример x = 4, y = 1, z =  –2 показывает существование искомого решения. 
2 вариант

7 класс
7.1. В фирме «Медиана» всем сотрудникам платят поровну. Директор фирмы сократил штат сотрудников на 30%, а каждому из оставшихся повысил зарплату на 35%. Увеличится или уменьшится суммарная зарплата всех сотрудников фирмы, и на сколько процентов?
Ответ. Уменьшится на 5,5%. Решение. Пусть х – количество сотрудников фирмы до сокращения, а у – зарплата одного сотрудника, тогда суммарная зарплата всех сотрудников была равна ху. После сокращения в фирме стало 0,7х сотрудников, а после повышения у каждого сотрудника зарплата стала равна 1,35у. Таким образом, суммарная зарплата всех сотрудников стала равна 0,7х(1,35у = 0,945ху, и тем самым, она уменьшилась на 0,055ху, т.е. на 5,5%.
7.2. Из точки на прямой провели два луча по одну сторону от прямой. Оказалось, что у всех трёх образовавшихся углов градусная мера выражается простыми числами, причем один из углов больше 160(. Найдите все три угла (укажите все возможные решения). 
Ответ. 2°, 5°и 173° или   2°, 11°и 167°. Решение. Среди трех простых углов обязан быть угол 2( (из-за четности суммы, равной 180( для развернутого угла, и нечетности простых чисел, кроме двойки). Значит, сумма остальных двух углов равна 178(, при этом один из них больше 160(. Рассмотрим простые числа от 161 до 177 – это 163, 167, 173 (что следует из проверки возможных делителей 3, 5, 7, 11, 13 нечетных чисел от 161 до 177). Число 163 условию задачи не удовлетворяет, так как в этом случае 178 – 163 = 15, но 15 делится на 3.
7.3. В четырехзначном натуральном числе N поменяли порядок цифр на обратный и получили число М. Могло ли получиться так, что N – M = 2025?
Ответ. Не могло. Решение. Пусть число 
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, где а , b , с , d – цифры, причем а не равно 0. Тогда 
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b

c

d

dcba

M

+

+

+

=

=

10

100

1000

  и  N – M = 999(a – d) + + 90(b – c). Предположим, от противного, что N – M = 2025, тогда 999(a – d) + 90(b – c) = 2025. Разделив обе части на 9, получим 111(a – d) + 10(b – c) = 225. Поскольку 225 и 10 делятся на 5, а 111 на 5 не делится, то a – d делится на 5. Но –8 ( a – d ( 9, поэтому либо a – d = 0, либо a – d = (5. Если a – d = 0, то отсюда 10(b – c) = 225, но это противоречит тому, что правая и левая части разной четности. Если же a – d = (5, то либо 10(b – c) = –330, либо 10(b – c) = 780. Следовательно, либо b – c = –33, либо b – c = 78, но это невозможно, так как –9 ( b – c ( 9. Получили противоречие.
7.4. На числовой прямой отметили 127 различных натуральных чисел n1,..., n127, меньших 2025 (где n1 < n2 < … < n127), и рассмотрели 126 отрезков между соседними точками [n1, n2], [n2, n3], ..., [n126, n127]. Докажите, что среди этих отрезков найдутся пять одинаковой длины.
Решение. Предположим противное. Тогда сумма длин 126 отрезков не меньше, чем сумма длин самых коротких (возможных) отрезков, а именно (1 + 1 + 1 + 1) + (2 + 2 + 2 + 2) + ... + (31 + 31 + 31 + 31) + 32 + 32  = 4(32(31 /2 + 64 = 2048. Но по условию задачи эта сумма не может превосходить 2023 = 2024 – 1. Таким образом, получаем противоречие.
8 класс
8.1. Решите уравнение: 
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Ответ. 0; 19; 
[image: image85.wmf]19
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. Решение. Приведем к общему знаменателю левую и правую части. Получим: 
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. Данное равенство будет верным, когда x ( 9,  x ( 10 и при этом выполнено одно из следующих условий:

1) одинаковые числители полученных дробей равны нулю, то есть 
[image: image87.wmf]181

19

=

x

. Тогда 
[image: image88.wmf]19

181

=

x

;

2) равны знаменатели дробей, то есть 
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8.2. В четырехзначном натуральном числе N поменяли порядок цифр на обратный и получили число М. Могло ли получиться так, что N – M = 2025?
Ответ . Не могло. Решение. См. задачу 7.3.
8.3. В треугольнике АВС из вершины В проведена медиана и на ней отмечена точка M такая, что AM = BC. Пусть Р – точка пересечения прямой AМ со стороной ВС. Докажите, что ВР = МР.
[image: image155.png]


Решение.  Продолжим медиану ВN на ее длину: ND = BN, тогда четырехугольник ABCD – параллелограмм. Поскольку AМ = BC = AD, то треугольник DAM – равнобедренный, и поэтому (ADМ = (AМD. В силу равенства вертикальных углов (BМP = (AМD и углов в параллелограмме между диагональю BD и сторонами BC и AD , получим: (PBМ = (PМВ, то есть треугольник  PBМ с основанием BМ – равнобедренный. 
8.4. На числовой прямой отметили 127 различных натуральных чисел n1,..., n127, меньших 2025 (где n1 < n2 < … < n127), и рассмотрели 126 отрезков между соседними точками [n1, n2], [n2, n3], ..., [n126, n127]. Докажите, что среди этих отрезков найдутся пять одинаковой длины.
Решение. См. задачу 7.4.
9 класс
9.1. Дан квадратный трёхчлен 
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  с отрицательным дискриминантом. Докажите, что если a + b + c < 0, то числа a и с отрицательны.
Решение. По условию, график параболы не пересекается с осью Ох. Имеем 
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. Значит, ветви параболы направлены вниз и поэтому а < 0 и y(0) = с < 0. Другое доказательство. Из неравенства 
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 следует, что а и с одного знака. Если предположить, от противного, что  а > 0 и с > 0, то в случае, когда b > 0, сразу получим противоречие с неравенством 
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, а иначе после возведения в квадрат будем иметь 
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, т.е. дискриминант 
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 положителен. Противоречие.
9.2. Решите систему уравнений 
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Ответ. 
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. Решение. Разложим левую часть первого уравнения на множители, дополнив до полного квадрата или грассматривая её как квадратный трехчлен переменного 
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 с корнями 
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 Правую часть разложим по формуле суммы кубов. Тогда 
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. Отсюда либо 
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 В первом случае имеем систему: 
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 Таким образом, в первом случае есть два решения: 
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 Вычитая уравнения, получим 
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 получаем два значения x: x=0 или x=1. При подстановке x=1 получаем два значения y: y=0 или y=3/4/ Таким образом, во втором случае три решения 
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9.3. В треугольнике АВС из вершины В проведена медиана и на ней отмечена точка M такая, что AM = BC. Пусть Р – точка пересечения прямой AМ со стороной ВС. Докажите, что ВР = МР.
Решение.  См. задачу 8.3.
9.4. В некоторые клетки клетчатого квадрата 
[image: image117.wmf]16
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 поставлен знак "крестик" или "нолик" (некоторые клетки могут оставаться пустыми). Докажите, что найдутся такие два клетчатых квадрата 
[image: image118.wmf]4
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, возможно, пересекающиеся, что у одного квадрата столько же крестиков, сколько у другого, и число ноликов у них тоже одинаковое. 

Решение. Подсчитаем число всех квадратов 
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 в клетчатом квадрате 
[image: image120.wmf]16

16

´

: оно равно 
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. Подсчитаем теперь, сколько различных вариантов (с точки зрения условий задачи) заполнения квадрата 
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 крестиками и ноликами. Если крестиков в квадрате нет, то имеется 
[image: image123.wmf]17

 вариантов (по количеству ноликов: от 0 до 16). Если крестик в квадрате один, то есть 16 вариантов заполнения, и так далее. Всего получим 
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 варианта. Таким образом, поскольку число квадратов 
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больше числа вариантов, получаем утверждение задачи. Комментарий. 153 – это число сочетаний с повторениями из 3 по 16, т.к. клеток в квадрате 16, и их заполняем тремя видами элементов – крестик, нолик и пустая клетка. По формуле сочетаний с повторениями имеем 
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варианта. 
10 класс
10.1. Дан квадратный трёхчлен 
[image: image127.wmf]c
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  с отрицательным дискриминантом. Докажите, что если a + b + c < 0, то числа a и с отрицательны.
Решение. См. задачу 9.1.
10.2. В данном прямоугольном треугольнике оба катета имеют иррациональные длины. Могут ли его площадь и периметр быть целыми числами?
Ответ. Могут. Решение. Рассмотрим пример: пусть иррациональные катеты равны 
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– целое число. По теореме Пифагора гипотенуза равна 
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. Значит, периметр – целое число 
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10.3. В некоторые клетки клетчатого квадрата 
[image: image133.wmf]16
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 поставлен знак "крестик" или "нолик" (некоторые клетки могут оставаться пустыми). Докажите, что найдутся такие два клетчатых квадрата 
[image: image134.wmf]4
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, возможно, пересекающиеся, что у одного квадрата столько же крестиков, сколько у другого, и число ноликов у них тоже одинаковое.
Решение. См задачу 9.4. 
 10.4. На плоскости дан единичный квадрат и отмечено 200 точек. Докажите, что найдутся две вершины квадрата, от каждой из которых сумма расстояний до отмеченных точек больше 141.
Решение. Пусть 
[image: image135.wmf]A

 и 
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 – две противоположные вершины квадрата. Для любой отмеченной точки 
[image: image137.wmf]i

M

 имеем 
[image: image138.wmf]2

=

AB

BM

AM

i

i

³

+

. Складывая такие неравенства для всех отмеченных точек, получим 

[image: image139.wmf].

2

200

)

(

)

(

100

2

1

100

2

1

³

+

+

+

+

+

+

+

BM

BM

BM

AM

AM

AM

K

K

 Значит, хотя бы одна из скобок не меньше
[image: image140.wmf]141
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. Таким образом, хотя бы одна из точек А или    удовлетворяет условию. Рассматривая другую пару противоположных вершин квадрата, найдем еще одну искомую точку.

11 класс  
11.1. Решите уравнение [image: image142.png]Jsin (7x) = \/cos (2nx)



.
Ответ. 
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. Решение. Используя формулу косинуса двойного угла, получаем: 
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11.2. В данном прямоугольном треугольнике оба катета имеют иррациональные длины. Могут ли его площадь и периметр быть целыми числами?
Ответ. Могут. Решение. См. задачу 10.2.
11.3. На плоскости дан единичный квадрат и отмечено 200 точек. Докажите, что найдутся две вершины квадрата, от каждой из которых сумма расстояний до отмеченных точек больше 141
Решение. См. задачу 10.4.
11.4. Существует ли возрастающая геометрическая прогрессия, из которой можно выбрать три члена (не обязательно соседние), образующие арифметическую прогрессию?
Ответ. Существует. Решение. В качестве примера можно привести геометрическую прогрессию  1; q; q2; q3, где  q = 
[image: image152.wmf]2
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1

+

; для этой прогрессии выполняется равенство 1+ q3=2q2, которое с учетом неравенства q
[image: image153.wmf]¹

1 равносильно (после выделения корня q = 1) квадратному уравнению q2 –  q – 1 = 0).
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